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mente de g^m^trie. Paris 1813. p. 187), dass nemlich die indicatorischen 
Linien gleichseitige Hyperbeln sind, und dass die asymptotischen Li- 
nien rechte Winkel mit einander bilden, die von den KrOmmungsUnien 
halbirt werden. 

Diese allgemeinen Eigenschaften aller MinimalflSchen ergeben sich 
aus der partiellen Differentialgleichung. Um sie zu erkennen, bedarf es 
nicht der schon von Legendre und Monge gegebenen allgemeinen 
Lösung. Auch war die Form dieser Lösung fSr die Anwendung wenig 
gOnst^. Daher verzichtete man darauf, aus ihr die Eigenschaften der 
FiSche abzuleiten oder durch Specialisirung der wülkfirlichen Functionen 
zu besondern Flächen überzugehen. 

Gleichwohl erschien es wQnschenswerth , ausser den beiden von 
Meusnier g^ebenen Beispielen andere Flächen aufzusuchen, die der 
partiellen Differentialgleichung Genüge leisten. Und es musste dann von 
Interesse sein, den Zusammenhang der einzelnen Flächen mit der all- 
gemeinen Lösung der partiellen Differentialgleichung klar zu legen. 
Beide Aufgaben stellt sich Scherk in der 1831 von der Jablonowski- 
schen Gesellschaft gekrönten Preisschrift. £r gibt die Differentialglei- 
chung des Minimum fttr rechtwinklige und fQr Polar -Coordinaten und 
sucht particulSre Lösungen auf dem von Meusnier eingeschlagenen 
Wege, nemlich durch Zerlegung in zwei einfachere Differentialgleichun- 
gen. Dann wird die Form der willkürlichen Functionen bestimmt, durch 
welche die allgemeine Lösung in die gewonnenen particulären Lösungen 
übergeht. 

Derselbe Grundgedanke von d^r Zerlegung in mehrere Differential- 
gleichungen findet sich in einer Arbeit von Catalan aus dem Jahre 
1858 (Journal de l'Ecole polyt. Cah. 37 p, 130). Zunächst wird in man- 
nichfaltigerer Weise als bei Scherk durch verschiedene Wahl der unab- 
hängigen. Variabein die partielle Differentialgleichung transformirt. Für 
jede der entstehenden einzelnen Formen ermittelt Catalan particuläre 
Lösungen, indem er die gesuchte Function als Summe von zwei Fun- 
ctionen voraussetzt, von denen die eine nur die eine, die andre nur die 
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andre unabhängige Variable enUiält. Endlich werden die Krammunga- 
liuien untersucht. 

Schon in zwei früheren Aufsätzen hat Catalan die Aufgabe der 
Minimaliläche behandelt (Journal de rEcole polyt. 1843. Cah.29. p.l21. 
— Liouville, Journal T. 7. 1842). Aber er beschränkt «ich darin auf 
den Nachweis, dass die Schraubenfläche (l'helicotde gauche ä plan di- 
recteur) die einzige Regelfläcbe -sei, die der Minimalbedingung Genüge 
leistet. 

Auch Michael Roberts (Liounlle, Journal T. 11) geht bei der 
Aufsuchung einzelner Minimalflächen nur darauf aus, die willkttrlioheu 
Functionen so zu bestimmen, dass die Fläche durch ein Gerade erzeugt 
wird, die bei ihrer Bew^ung einer gegebenen Ebene parallel bleibt, 
oder dass sie durch Rotation einer Curve^ entsteht. Dabei ergeben sich 
natürlich die beiden Beispiele von Meusnier. 

Auf alle bisher genannten Untersuchungen passt mehr oder weni- 
ger, was Catalan von seiner Arbeit aus dem Jahre 1858 sagt. Die 
Minimaleigeuschaft der Fläche kSmmt entweder gar nicht oder nur in 
zweiter Linie in Betracht. Auf der fertigen Fläche wird ein geschlos- 
sener Contonr gezeichnet. Dieser umschliesst dann auf der Fläche einen 
kleineren Inhalt als auf irgend einer andern durch ihn gelegten Fläche. 
Wie die Minimalfläche gestaltet sei für einen von vorn herein gegebenen 
i-Sunilichen Contour, davon ist gar nicht die Rede. 

Und doch wird diese Frage bereits von Gergonne (Annales de 
Mathömatiques T. 7. 1816^17) besonders betont. Die von ihm ge- 
stellten Aufgaben beziehen sich zum Theil auf eine krummlinige, zum 
Theil auf eine geradlinige gegebene Begrenzung. Aber von allen diesen 
Aufgaben ist nur die einfachste, die auf die Scliraubenfläche führt, von 
T^denat gelöst worden (L. c. p. 148. 283). 

Erst im Jahre 1843 hat Björling die eigentliche Frage ins 
Auge gefasst (Grunert, Archiv Bd. 4. p. 290). Er findet, dass die in 
der allgemeinen Lösung der partiellen Differentialgleichung auftreten- 
den willkürlichen Functionen sich bestimmen lassen, wenn als Begren- 
zung eine geschlossene räumliche Curve gegeben ist und in jedem Punkte 
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der B^renzung die Richtung der Normalen als bekannt vorausgesetzt 
wird. 

Zu demselben Resultate gelangt Ossian Bonnet in seinem grossen 
Memoire sur remploi d'un nouveau Systeme de variables dans l'6tude des 
propri^t^ des surfaces courbes (Liouville, Journal. S^rie 2. T. Ö. 1860 
p. 153. Vgl. Comptes rendus 1853. T. 37. p. 531. — 1856. T. 40 
p. 1107. — 1856. T. 42. p. 532). Durch eine geschickte Wahl der un- 
abhängigen Variabein stellt er die partielle DüFerentialgleichang sowie 
ihre allgemeine Lösung in sehr einfitcber Form her. Nachdem einige 
Specialfölle kurz erwähnt sind, werden die Krttmmungsünien, die asym- 
ptotischen Linien, die Linien des stfirksten Abfalls, die geodätischen Li- 
nien untersucht Dann conoentrirt sich die Aufmerksamkeit auf die 
Fri^e nach der Minimalfiäche, welche gewissen geometrischen Bedingun- 
gen QenQge leistet Als solche Bedingungen treten auf, daas die Fläche 
durch Rotation oder durch schraubenförmige Bewegung einer Curve ent- 
stehen solle, dass sie eine windschiefe Fläche sei, dass ihre Krflm- 
mungslinien ebene Curven seien, und endlich dass die Fläche durch gege- 
bene Linien gehe. Diese letzte Aufgabe bezeichnet Ossian Bonnet 
als besonders schwierig. Br behandelt sie nur für einige specielle Fälle, 
von denen hier nur zwei in Betracht kommen, nemlich die Au%abe 
BjSrlings nnd die Frage nach der Minimalfl&che, die durch zwei sich 
krenzende gerade Linien geht 

Diese letzt« Frage ist auf einem andern Wege noch von Serret 
untersucht worden (Comptes rendus 1855. T. 40. p. 1078). Serret 
schafft; aus Legendre's Lösung daslm^inäre heraus und fahrt die ge- 
gebenen Grenzbedingungen ein. Die beiden wiUkQrlichen Functionen 
der allgemeitien IjOsung werden dadurch auf ^eine willkOrliche perio- 
dische Function reducirt. Darin spricht sich eine scheinbare Unbestimmt- 
heit des Resultates aus, die schon vonT^d^nat bemerkt ist undGor- 
gonne zu Bedenken Anlass gegeben hat. Jene willkflrliche Function 
lässt sich aber leicht dahin interpretiren, das« die durch die beiden ge- 
raden Linien gelegte Fläche, die der partiellen Differentia^leichung G^ 
nüge leistet, ausserdem noch an Nebenbedingongen geknüpft sein kann. 
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Bemerkennwerth ist die Schlussäusserung von Serret, wonach er die 
willkürliche Function so bestimmen will, dass die Fläche ausser den 
beiden gegebenen noch andere B^renzungslinien habe. Diese Andeu- 
tung ist von ihm nicht weiter ausgeftlhrt, ja es ist nicht einmal die Frage 
nach der Minimalfläche erledigt, die durch die beiden Geraden geht und 
keinen weiteren Bedingungen unterworfen ist. 

Das sind im Wesentlichen die Resultate , zu denen man bis jetzt 
gelangt ist. Die Frage nach der Minimalfläche, deren gegebene B^ren- 
zung aus geraden Linien besteht, ist danach kaum fUr den ein&chsten 
Fall erschöpfend beantwortet. Die Untersuchung dieser Frage in ihr» 
völligen Allgemeinheit ist der Hauptgegenstand der vorliegenden Abhand- 
lung. Ausserdem wird dann noch die Miiiimalftäche ermittelt, ffir welche 
zwei beliebige Kreise in parallelen Ebenen als B^prenzung g^eben sind. 
Die Minimalflächen, deren B^reozung aus getrennten Curven bestehen 
soll, sind bisher noch gar nicht untersucht. Die Resultate von Björ- 
ling und Bonnet beziehen sich auf eine einzige geschlossene Grenz- 
curve. in welcher Überall die Richtung der Normalen g^eben ist. Björ- 
ling bemerkt ausdrücklich, dass er die Frage ganz unbeantwortet las- 
sen müsse, wenn die Begrenzung aus getrennten Curven bestehe. 

Die in Anwendung gebrachte Methode beruht auf der allgemeinen 
Theorie der Functionen von complexen Variabeln. Dass hier das eigent^ 
liehe Gebiet für die Behandlung der Au%abe sei , kann man auch in 
den bisherigen Arbeiten deutlich erkennen. Schon Legendre's all- 
gemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung enthält, die willkür- 
lichen Variabein mit der imaginären Einheit als Factor behaftet. Frei- 
lich waren damals die complexen Grössen noch nicht eingebürgert, und 
man erblickte daher in ihrem Auftreten nur eine Schwierigkeit mehr, 
die der Anwendbarkeit jener allgemeinen Lßsung sich entgegenstellte. 
Und dennoch, wie sehr man sich auch bemühen mochte, das Imaginäre 
fern zu halten, es tritt immer aufs neue wieder hervor. Björlings Ver- 
fahren beruht in seinem ersten Schritte darauf, dass zwei conjugirte com- 
plexe Grössen als Variable eingefülirt werden. Die Form endlich, in 
welche Bonn et die partielle Diiferentialgleichung bringt, wie seine Lö- 
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8ung drflcken nichts anderes aus, als dass die gesuchte reeUe Grösse (die 
eine der rechtwinkligen Coordinaten) eine Function von complexen Va- 
ziabeln sei. Und dennoch sucht Bounet, wie vor ihm Serret, sein 
Hauptverdienst darin, die Lösung von allem Imaginären be&eit zu haben. 
Da ist es erklärlich, dass er stehen bleibt, wo die eigentliche Au%abe 
anföngt, nemlich die Untersuchung der Orenz- und UnstetigkeiCsverhält- 
nisse. Diese Untersuchung gehört ihrem Wesen nach in die von Bie- 
mann geschaffene Theorie der Functionen von complexen Variabeln. 

Es ist dem Verfasser nicht vergönnt gewesen, seine Arbeit noch 
selbst zu redigiren. Ich habe es als ein schönes Zeichen seines Ver- 
trauens zu verehren, dass er die Ausarbeitung mir übertragen hat. Aber 
ich bin mir auch der Schwierigkeiten einer solchen Angabe wM. be- 
wusBt Und wenn auch ein grosser Theil der Arbeit noch Tor Ble- 
manns Tode beendigt worden . ist und seine ZustLuunung erlangt 
hat, so kann ich doch nicht erwarten, die Vollendung der Darstellung 
erreicht zu haben, die Biemann selbst seiner Arbeit gegeben haben 
wfirde. Ich betrachte meine Mitwirkung nur als ein Zeichen des Dao' 
kes und der Verehrung für meinen leider so frflh dahingeschiedenen 
Lehrer. 

Qöttingen, den 6. Januar 1867. 

K. Hattendorff. 



y Google 



Eine Flfiche Ifisst sich im Sinne der analytischen G^metrie dar- 
stellen, indem man die rechtwinkligen Cktordinaten x, p, z, eines in ihr 
beweglichen Punktes als eindeutige Functionen von zwei unabhängigen 
verSnderlichen GlrÖssen p und q angibt. Nehmen dann p und q be- 
stimmte cOQstante Werthe an, so entspricht dieser einen Combination im- 
mer nur ein einziger Punkt der Fl&che. Die unabhängigen Variabeln 
p und q können in sehr mannichfacher Weise gewählt werden. Fflreine 
einfach zusammenhangende Fläche geschiebt dies zweckmässig wie folgt. 
Man lässt die Fläche längs der ganzen Begrenzung abnehmen um einen 
Flächenstreifen, dessen Breite überall unendlich klein in derselben Ord- 
nung ist. Durch Wiederholung dieses Verfahrens wird die Hache fort- 
während verkleinert, bis sie in einen Punkt Übergeht. Die hierbei der 
Beihe nach auftretenden Begrenzungscurven sind in sich zurücklau- 
fende, von einander getrennte Linien^ Man kann sie dadurch unter- 
scheiden, dass man in jeder von ihnen' der Grösse p einen besondem 
constanten Werth beilegt, der um ein tJnendlichkleines zu- oder ab- 
nimmt, je nachdem man zu der benachbarten umschUessenden oder um- 
schlossenen Curve übergeht. Die Function p hat dann einen constanten 
Maximalwerth in der B^;renzung der Fläche imd einen Mlnimalwerth 
in dem einen Punkte im Innern, in welchen die allmählich abnehmende 
Fläche zuletzt zusammenschrumpft. Den Uebeigang von einer Begren- 
zung der abnehmenden Fläche zur nächsten kann man dadurch hei^e- 
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stellt denken, dass man jeden Punkt der Corvo (f) in einen bestimmten un- 
endlich nahen Funkt der Cutve (p + dp) Übergehen lässt. Die Wege 
der einzelnen Punkte bilden dann ein zweites System von Curven, die 
von dem Punkte des Minimal weither von p strahlenförmig nach der B^ren- 
zung der Fläche verlaufen. In jeder dieser Curven legt man g einen 
, besondem constanten Werth bei , der in einer beliebig gewählten An- 
fangscurve am kleinsten ist und von da beim Uebergange von einer Curve 
des zweiten Systems zur andern stetig wächst, wenn man zum Zweck 
dieses TJeberganges irgend eine Curve {p) in bestimmter Richtung durch- 
läuft. Beim Uebergange von der letzten Curve (j) zur Anfangscurve än- 
dert sich g spi^Dgweise um eine endliche Constante. 

Um eine mehrfach zusammenhangende Fläche ebenso zu behandeln, 
kann man sie 2uvor durch Querschnitte in eine einfach zusammenhan- 
gende zerlegen. 

Ii^enid ein Funkt der Fläche lässt sich hiernach als Durchschnitt 
einer bestimmten Curve des Systems (p) mit einer bestimmten Curve des 
Systems {g) auifassen. Die in dem Funkte (p, g) errichtete Normale ver- 
läuft von der Flache aus in zwei entgegengesetzten Richtungen, der po- 
sitiven und der negativen. Zu ihrer Unterscheidung .hat man über die 
g^enseit^e Lage der wachsenden positiven Normale, der wachsenden p 
und der wachsenden g eine Bestimmung zu treffen. Ist nichts anderes 
festgesetzt, so möge, von der positiven x Axe aus gesehen, die positive 
y Axe auf dem kürzesten Wege in die positive s Axe übergeführt wer- 
den durch eine Drehung von rechts nach links. Und die Richtung der 
wachsenden positiven Normale li^e zu den Richtungen der wachsenden 
P und der wachsenden g, wie die positive x Axe zur positiven y Axe 
und zur positiven ä Axe. Die Seite der Fläche, auf welcher die positive 
Normale liegt, soll die positive Seite der Fläche genannt werden. 



Ueber das Gebiet der Fläche sei ein Integral zu erstrecken, dessen Ele- 
ment gleich ist dem Fl&chenelement dp dg multiplicirt in eine Fimctio- 
naldeterminante , also 

2* 
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woför zur Abkürznng geschrieben werden soll 

rm dg). 

Denkt man sich f und g als unabhängige Variable eingeführt, so 
geht das Iut^;ral Aber m ff df dg^ und es lässt sich die Integration 
nach f oder nach g ausführen. Die wirkliche Einsetzung von f und g 
als unabhän^en Variabein verursacht aber Schwierigkeiten oder wenig- 
stens weitläufige Unterscheidungen, wenn dieselbe Werthencombination 
von f und g in mehreren Punkten der Fläche oder in ,einer Linie vor^ 
banden ist Sie ist ganz unmöglich , wenn f und g complex sind. 

Es ist daher zweckmässig, zur Ausführung der Integration nach / 
oder g das Verfahren von Jacobi (Crelle's Journal Bd. 27 p. 208) anzu- 
wenden, bei welchem p und q als unabhängige Variable beibehalten wer- 
den, um in Beziehung auf f zu integrireu , hat man die Fonctionalde- 
terminante in die Form zu bringen 



■(^1) ^i'%) 



und erhält zunächst 



2|.*... 



/ -^_ .dq = df weil die Int^fration durch 

eine in sich zurücklaufende Linie erstreckt wird. Dagegen ist 



/- 



•(^D 



dp 



dp 

in der Richtung der wachsenden p zu nehmen, d. h. von dem Minimal- 
punkte im Innern durch eine Curve {q) bis zur Begrenzung. Man er- 

dg 
hält / -7- und zwar den Werth, den dieser Ausdruck in fler Begrenzung 

dg 
annimmt, da an der untern Grenze des Integrals ^:=:0 ist. Folglich wird 
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und das ein&che Integral rechts ist in der Kicfatung der wachsenden q 
durch die B^enzung erstreckt Andererseits hat man nach der einge- 
fahrten Bezeichnung ((^dj) ^ — (<'j?40' ^'^^ daher 

wobei das ein&che Int^ral rechts ebenfalls in der Richtung d« wach- 
senden q durch die Begrenzung der Fläche zu nehmen ist. 



Die Fläche, deren Funkte dorch die Currensysteme (p), (9} festge- 
legt sind, soll in der folgenden Weise auf einer Kugel vom Badius 1 ab- 
gebildet werden. Im Funkte [p,^) der flache, dessen rechtwinklige Coor- 
dinaten x, jf, a sind, ziehe man die posittre Nomide tmd lege zu ihr 
eine Farallele durch den Mittelpunla der Kugel. Der Endpunkt dieser 
Parallelen auf der Kugeloberfläche ist die Abbildui^ desFunktes (fr,y,s). 
Durchläuft der Funkt (ir,jr,s] auf der stetig gekrümmten Fläche eine zu- 
sammenhangende Linie, so wird auch die Abbildung derselben auf der 
Kngel eine zusammenhai^nde Linie sein. Auf dieselbe Weise erhält 
man als Abbildung eines Fläohenstficks ein Flächenstflck, cds Abbildung 
der ganzen Fläche eine Fläche, welche die Kugel odcv eönen Theil der> 
selten einfedi oder mehrfach bededcL 

Der Punkt wif derKi^l, welcher die Richtung der positiren d>Axe 
angibt, werde zum Pol gewählt und der Anfangsmeridian durch den Funkt 
gelegt, welcher der positiven y Axe entspricht Die Abbildung des Punk- 
tes (jT, y, s) wird dann auf der Kugel festgelegt durch ihre Polardistanz r 
und den Winkel tp, welchen ihr Meridian mit dem Aniangsmeridian ein- 
schHesat Fflr das Vorzeichen ron j» gilt die Bestimmung, dass der der 

positiven s Axe entsprechende Funkt die Coordinaten r = - , y = + - 
haben solL 
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4. 

Hiernach erhält man als Differential-Gleichung der Fläche 
(1) coa r dx -\- 8m r cos g) Af -\- gin r sm ^ ds ^ 0. 

Sind y und z die unabhängigen Variabein, so ergeben sich für r 
und 9) die Gleichungen 

1 



'^^ + & + (§ 



in welchen gleichzeitig entweder die oberen oder die unteren Vorzeichen 



Ein Farallelogratnm auf der positiven Seite der Fläche, b^renzt 
Ton den Curven (p) und (p + aj») , (j) und (? + rf?) . projicirt aich auf 
der ys Ebene in einem Flächenelemente , . dessen Inhalt gleich dem ab- 
soluten Werthe von {dtfdi} ist. Das Vorzeichen dieser Ftmctionaldeter- 
minante ist verschieden, je nachdem die im Funkte (p, g) errichtete po- 
sitive Normale mit der positiven x Axe e^nen spitzen oder stumpfen Win- 
kel einschliesst In dem ersten Falle liefen nemlich die Frojectionen 
von i^ und dg in der jfB Ebene ebenso zu einander wie die positive 
t/ Axe zur positiven z Axe , im zweiten Falle umgekehrt. Daher ist die 
Functionaldeterminante im ersten Falle positiv, im zweiten negativ. Und 
der Ausdruck 

— {dy ds) 
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ist immer positiv. £r gibt den Inhalt des unendlich kleinen Paiallelo- 
gramms auf der Fl&che. Um also den Inhalt der FUche selbst zu er- 
halten, hat man das Doppelint^ral 

über die ganze Fl&che zu erstrecken. 

Soll dieser Inhalt ein Minimum sein, so ist die' erste Variation des 
Doppelintegrals =: zu setzen. Man erhfQt 

dx d3x dx ddx 

PC ibi dy dz ^ 

und es ' gilt das obere oder das untere Zeichen vor der Wurzel, je nach- 
dem {tfy da) positiv qder ne^tiv ist. Die linke Seitß lässt sich schreiben 

Jj-r- ( — «» r cos if . Sx) '. {dy dz] + JT'-j- ( — «w »" mk 9 . ix) . {(bf d^ 

" JJ^^'% (~ **"' ''0»9).{^&) ~ fj^'^'^ {— ««r «»y).(^&). 

Die beiden ersten Integrale reduciren sich auf einfache Integrale,' die' in 
der Richtung der wachsenden q durch die Begrenzung der Flfiche zu neh- 
men sind, nemlich 

fax . ( — tiar CO» 9 dz -\- «m r nn y dy). 
Der Werth ist = 0, da in der Begrenzung dx =■ ist. Die Bedingung 
des Minimum lautet also 

ffh (iJ^ii^stA + " t'*'^ '*"') ) (^ *) = 0. 

Sie wird erf&llt, wenn 

(2) — sm r »inifi dg ~\- siH r 00» ff di ^=^ di^ 

ein vollst£ndiges Differential ist. 



»Google 



16 

Die Coordinaten r und ^ auf der Kugel lassen sich ersetzen durch 
deren geometrische Bedeutung 

leicht zu erkennen ist. Legt man nemlich an die Ki^l im Fol eine 
Tangentialebene, deren positive Seite Ton der Kugel al^ekehrt ist, und 
zieht vott Gegenpol «ine Gerade durch den Funkt (r, tp), so trifft diese 
die Tangentialebene in einem Punkte, der die compilexe Grösse 217 reprä- 
sentirt. Dem Pol entspricht ij = 0, dem Gegenpol tj = Oü, Für die 
Punkte, welche die Richtungen der positiven t/ und sAze angeben, ist 
1^ = + 1 und resp^ äs + ». 

Fahrt man noch die compleien Grössen »f:=(j-.c , *=jf+», 
a sss^ g--~ ai ein, so gehen die <^eiahnngen (1) und (2) über in folgende: 
{!*) (1— W') da: + V <*« + »J *' — 0, 

(2*) (l-l-»m') dp',— »i' 4i» + )] d«' = 0. 

Diese lassen sich durch Addition und Subtraction verbinden. Dabei werde 
X + T^=^^X» — ^^= abgesetzt, so dass umgekehrt x = A^ 4~ -^ ist. 
Das Problem findet dann seinen' anidytischen Ausdruck in den beiden 
Gleichungen 

(3) , dt —ndX-\--, dx = a, 

(4) dt -h -dX— V dX = 0. 

Betrachtet man X und X als unabhängige Variable und stellt die 
Bedingungen dafär auf, dass d« und d«' vollständige Differentiale sind, 
so findet sich 

^ =0 ^ = 
dX ' dX ' 

d. h. es ist ij nur von X, f\ nur von X abhängig, und deshalb umgekehrt 
X eine Function nur von i], X eine Function nur von *}'. 
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^ieTnach ist die Au%abe darauf zurSckgefUhrt, tj als Function der 
oomplexen Yariabeln X oder umgekehrt X als Fimctioo der complexeb 
Variabein ij so zu bestimmen, dasa zugleich den Grenzbedingungeu Ge^ 
D%e geleistet werde. Kennt man *} als Function von X^ so ergibt sich 
daraus ij, indem man in dem Ausdrucke toq t} jede complexe Zahl in 
die conjugirte verwandelt. Alsdann hat mau nur noch die Gleichun- 
gen (3) und (4) zu integriren, um die Ausdrücke far t und « zu erlan- 
gen. Aus diesen erhält mau endlich durch Elimination von ^ eine Gld- 
chung zwischen x, y,_i, die Gleichung der Minimalfläche. 



Sind die Gleichungen (3) und (4) integrirt, so lässt sich auch der 
Inhalt der Minimalfläche selbst leicht angeben, nemlicb 

Die Functionaldeterminante (dyds) formt sich in folgender Weise um 

Danach erhält man 

r,./„ dx dx d» d$ , dt ds\ , , , „ 
e, f.^fAxAx ' dydy ds ds\ 



s 
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Zur weiteren UmformuDg dieses Ausdruckes kann man y ans Y und 
Yy s aus Z und Z ebenso zusammensetzen wie x aus X und X', so dass 
die Gleichungen gelten 

x^=x-\-Xf'^ = x — X, 

, = y + r, 5i= y - r, 

• = z + Z", Ji = z — Z". 
Alsdann erhfilt man scbliesalich 

(6) S = — iff{{dXdX) + [dYdT] + (dZdZ)] 

= 2ff[(dxd(i + (* <<») + (''» ''J)l- 



Die Minimalfläche und ihre Abbildungen auf der Kugel wie in den 
Ebenen, deren Funkte resp. die complesen Grössen q, X, Y, Z repräsen- 
tiren, sind einander in den kleinsten Theilen äbnUch. Man erkennt dies 
sofort, wenn man das Quadrat des Linearelementes in diesen Fl&cben 
ausdrückt. Dasselbe ist 



auf der Kugel 


«M r* dlog 1) dlog if. 


in der Ebene der i) 


dn rf,' 


in der Ebene der X 


^ ^ d„ dW 


in der Ebene der Y 


* * A, rf»- 


in der Ebene der Z 


***,*,- 
^,-^ '*"*'• 
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in der Minimalfläche selbst 
d^ + dt/i + (W = (dX + dXf + [dY + dY]' + (dZ + dZ]^ 
= 2 [dXdX + dYdY' + dZdZ] 

?,■!)*"'■''■ 

wenn man darin q 







= <• 


dn ^ 


* du 
dl, dn 


-t 


Es ist 


nemlich 


nach den Gleichungen (3) und (4j 


und tj 


als unabhängige Variable ansieht: 








dx 


dt 

'- dl, 


-v' 


dt' 






,dx 


dt 


■-•i' 


it 

■<*,'■ 


und deshalb 











(fA2 + dy* + dZ^ = 0. 

dX^ + rfr^ + dz'2 = 0. 

Das VerhältDls von ii^end zwei der obigen quadrirten Linearelemente 
}«it nnabhfiug^ von dtj und Aj, d. h. von der Richtung des Elementes, 
und darin beruht die in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung. Da 
die Linearvei^össerung bei der Abbildung in ii^end eiaem Funkte nach 
allen Richtungen dieselbe ist, so erhält man die Flächenvergrösserung 
gleich dem Quadrat der Linearvergrössemng. Das Quadrat des Linear- 
elementes in der Minimalfläche ist aber gleich der doppelten Summe 
der Quadrate der eotsprechenden Linearelemente in den Ebenen der X, 
der y und derZ. Daher ist auch das Flächenelemeut in der Minimal- 
flSche gleich der doppelten Summe der entsprechenden Flächenelemente 
in jenen Ebenen. Dasselbe gilt von der ganzen Fläche und ihren Ab- 
bildungen in den Ebenen der X, Y, Z. 



Eine wichtige Folgerung lässt sich noch aus dem Satze von der 
AehnUchkeit in den kleinsten Theilen ziehen,, wenn man eine neue com- 
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plexe Variable i]i dadurch einfahrt, dass man auf der Kugel den P<4 
in einen beliebigen Punkt [ij = a) verlegt und den Anfangsmeridiau beliebig 
wählt. Hat dann i)i fOr das neue Coordinatensystem dieselbe Bedeu- 
tung wie tj fOr das alte, so kann man jetzt ein unendlich kleines Dreieck 
auf der Kugd sowohl in der Ebene der ij als in der der iji abbilden. 
Die beiden Bilder sind dann auch Abbildungen von einander und in 
den kleinsten Theilen ähnlich. Fflr den Fall der directen Aehnlichkeit 

ergibt sich ohne Weiteres, dass -p- unabhängig ist von der Richtung der 
dij 

Verschiebung von ij, d. h. dass iji eine Function der complexen Varia- 
bein t] ist. Den Fall der inversen {symmetrischen} Aehnlichkeit kann 
man auf den vorigen zurackfBhren , indem man' statt 171 die conjugirte 
complexe Grösse nimmt. Um nun f]j als Function von 1] auszudracken, 
hat man zu beachten, dass 17t := ist in dem einen Punkte der Kugel, 
für welchen ij = a, und iji" ^ CO in dem diametral g^enüberliegenden 

Punkte, d. h. für »j ^ ;• Danach ergibt sich t}i =^ c 3-— — ; — Zur 

a 1 + er IJ 

BestimmUDg der Constanten o dient die Bemerkung, dass, wenn q^ = ^ 

ist für 1} = 0, daraus t]x = — ^ gefunden wird fari/ = CO. Es ist 
P 

alsoj? = — ea und — -^ = -,. d. h. ^ = -,■ Hieraus ergibt sich 

p a c 

cc' = 1 und daher c ■= e fOr ein reelles 9. Die Grössen a und 6 kön- 
nen beliebige "Werthe erhalten: a hängt von der Lage des neuen Pols, 
6 von der Lage des neuen Anfangsmeridians ab. Diesem neuen Coordi- 
natensystem auf der Kugel entsprechen die Richtungen der Axen eines 
neuen rechtwinkligen Systems. Es ml^en in dem neuen System arj, *i, *'i 
dasselbe bezeichnen wie x, a, » in dem alten. Dann erlangt man die 
^Dransformationsformeln 

(1 -\- aa) xi ^ [t — ««') X -\- at -\- tat, 

(i + ««*) *i.c~" = — 2cEJ! + f — erV, 

(1 + aa") ä'i.e = — 2 a'x — «'*# -H *'• 
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Diese Pormeln und der Ausdruck fdr ij vereinfachen sich fOr ^ n. 
Man eihfilt 



r}i = 



1 + «»/' 

(1 + ««^ »l = 2 CMS — » + ««t', 

{1 + or«') t'i = 2a'a; + «'** -i- »'. 



Für die meisten Anwendungen, die toh der Transformation der 
Coordinaten gemacht werden sollen, genügt es, den letzten apecielleren 
Fall zu nehmen. Für diesen erhält man 

^^^ dtji tj dt} 

oder 

Hiemach empfiehlt es sich, eine neue complexe Grösse n einzuführen, 
welche durch die Gleichung definirt wird 



(7) u=fVh^.dlogf} 

und die von der Lage des Coordinateneystems («, y, s) unabhängig ist 
Gelingt es dann, »als Function von q zu bestimmen, so erhält man 

X ist der Abstand des zu ij gehörigen Punktes der Minimalfläche von 
einer Ebene, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten rechtwinklig 
zur Richtung i; ^ gelegt ist. Man erhält den Abstand desselben 
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Punktes det Minimalfläche von einer durch den Anfangspunkt der Co- 
ordinaten gelegten Ebene, die rechtwinklig auf der Kicbtung ij = a 

steht, indem man in (8) — ■ — >- statt v setzt. Speciell also für 0=1 
' ' 1 + «i; ' 

und a ^ i 



10. 

Die Grösse u ist als Function von tj zu bestimmen , d. h. als ein- 
werthige Function des Ortes in derjenigen Flfiche, welche, über die 
ti Ebene ausgebreitet, die Minimalfläche in den kleinsten Tbeilen ähnlich 
abbildet. Daher kommt es vor allen Dingen auf die ünstetigkeiten und 
Verzweigungen in dieser Abbildung an. Bei der Untersuchung derselben 
hat man Punkte im Innern der Fläche von fiegrenzuugspunkten zu un- 
terscheiden. 

Handelt es sich um einen Punkt im Innern der Minimalfläche, so 
1^ man in ihn den Anfangspunkt des Coordinatensystems (x, y, s], die 
Axe der positiven x in die positive Normale , folglich die pa Ebene tan- 
gential. Dann fehlen in der Entwicklung von x das freie Glied und die 
in y und s multiplicirten Glieder. Durch geeignet gewählte Richtung 
der tf und der « Axe kann man auch das in yz multiplicirte Glied 'ver- 
schwinden lassen. Die Bedingung dea Minimum föhrt bei diesem Goor- 

d^x (ßx 
dinatensystem auf die partielle Differentialgleichung -r-^ + -y-^ = ^• 

Das Kiümmungsmass ist also negativ, die Haupt-Krümmungsradien sind 
einander entgegengesetzt gleich. Die Tangentialebene theilt die Fläche 
in vier Quadranten, wenn die Krammungshalbmesser nicht oo sind. 
Diese Quadranten Uegen abwechselnd Über und unter der Tat^ential- 
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ebene. Beginnt die Entwicklung von x erst mit den Gliedern nter Ord- 
nung (fl>2), so sind die Krümmongsradiea 00, und die Tangential- 
ebene theilt die fläche in 2» Sectoren, die abwechselnd Qber und unter 
jener Ebene li^en und von den KrfimmungsUnieu halbirt werden. 

Wm man nun X als Function der complexen Variabeln Y ansehen, 
so ergibt sich in dem Falle der vier Sectoren 

logX =^ 2logY-\- fmet. eotd. , 
in dem Falle der 2» Sectoren 

logX = nlogY-^ f.c. 

Und da nach (8) und (9) -j=. =s ^ist, so beginnt die Entwicklung 

d¥ 1 — i^ij 

von q im ersten Falle mit der ersten, im- zweiten mit der [n — l)ten 
Potenz von Y. Umgekehrt wird also, wenn Y als Function von q ange- 
sehen werden soll, die Entwicklung im ersten Falle nach ganzen Poten- 
te 
zen von q, im zweiten nach ganzen Potenzen von i]"~~' fortschreiten. 
D. h. die Abbildung auf der ij Ebene hat an der betreffenden Stelle 
keinen oder einen (fr — 2}fachen Verzweigangspunkt , je nachdem der 
erste oder der zweite Fall eintritt 

dn du ■ d log ti 

Was H betrifft, so ereibt sich -r — =y:= t7—" »rr-^r. also mit 
diog Y dlog »j dlog Y 

Hülfe der Gleichung (9) 

( ^ \^ _ _ 2 .• ^ ''' /^^^* ^ 

\dlogY/ ~~ ■" *, 1 —ija \dY^ ij* 

Demnach ist in einem (n — 2]fachen Yerzweigungspunkte der Abbildung 
auf der q Ebene 



»Google 



24 
U. 

Die weitere UntersuchuDg soll zunächst auf den Fall beschräukt 
werden, dass die gegebene Begrenzung aus geraden Linien besteht. 
Dann lässt sich die Abbildung der Begrenzung auf det ij Ebene wirklich 
herstellen. Die in irgend welchen Punkten einer geraden Begrenzungs- 
linie errichteten Normalen liegen in parallelen Ebenen, und daher ist 
dieAbbilduDg auf der Kugel ein grösster Kreis. 

um einen Funkt im Innern einer geraden Begrenzungslinie zu un- 
tersuchen, legt man wie vorher in ihn den Anfangspunkt der Coordi- 
naten, die positive x Axe in die positive Normale. Dann föUt die ganze 
Begrenzungslinie in die ys Ebene. Der reelle Theil von X ist demnach 
in der ganzen Begrenzungslinie ;== 0. Geht man also durch das Innere 
der Minimalfläche um den Anfangspunkt der Coordinaten herum von 
einem vorangehenden bis zu einem nachfolgenden Begrenzungspunkte, 
80 musB dabei das Argument von X sich ändern um nn, ein ganzes Viel- 
faches von 71. Das Argument von Y ändert sich gleichzeitig um n. 
Man hat also, wie vorher 

tog X = nlog Y -j- f. c. 

hg I) = (»— 1) foffK + /. c 

Dem betrachteten Begrenzungspunkte entspricht ein (« — 2)facher Ver- 
zweigungspunkt in der Abbildung auf der ^ Ebene. In dieser Abbildung 
macht das auf den Punkt folgende Begrenzungsstack mit dem ihm vor- 
beigehenden den Winkel {« — 1) tu 



12. 

Bei dem Uebei^ange von einer Begrenzungslinie zur folgenden hat 
man zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder treffen sie zusammen in 
einem im Endlichen liegenden Schnittpunkte, oder sie erstrecken sich 
ins unendliche. 
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Im ersten Falle sei an der im Innern der MinimalflSche Uzende 
Winkel der beiden Begranzungalinien. Legt man den Anfangspunkt der 
Coordinaten in den zu untersuchenden Eckpunkt, die positive xAxe in 
die positive Normale, so ist in beidea Begrenzungslinien der reelle Theil 
von X = 0. Beim Uebergange von der ersten Begrenzungslinie zur 
folgenden ändert sich also das Argument von X um trni, ein ganzes Viel- 
faches von Ji, das Argument von Y um an. Man hat daher 

- logX = log Y -\- f. e. 
m 

{}-'~^^sX. ~ logn + f. c. 

Erstreckt sich die Fläche zwischen zwei auf einander folgenden 
Begrenzungsgeraden ins Unendliche, so legt man die positive xAxe in 
ihre kfirzeste Verbindungslinie, parallel der positiven Normalen im un- 
endlichen. Die Länge der kürzesten Veibindungslinie sei A, und an der 
Winkel , welchen die Projection der Minimalfläche in der yn Ebene aus- 
fallt. Dann bleiben die reellen Tbeile von X und ihg *] im Unendlichen 
endlich und stetig und nehmen in den b^renzenden Geraden constante 
Werthe an. Hieraus ergibt sich (fdr y = oo, s ^ OQ) 

^= - ä.i'sv + f'- 



-V. 



±^io,n + r<'. 



Legt man die a:i Axe eines Coordinatensystems in eine begrenzende 
Gerade, die x% Axe eines andern Systems in die zweite b^renzende Ge- 
rade u. s. f., so ist in der ersten Linie hgtii, in der zweiten toji)2 
u. 8. f. rein imaginär, da die Normale zu der betreffenden Axe der a^, 

. 4 
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der Xi u. s. f. senkrecht steht. Es ist also i -7^ in der ersten Be- 

dlogt}i 

ffrenzuneslinie reell , i -r^ in der zweiten u. s. f. Da aber auch für 

dlog ri2 

ein beliebiges Coordinatensystem [x, y, s) immer . 



^ d logt} "' ^ dlogtii " ' ^ diognz 

ist, so findet sich, dass in jeder geraden Begrenzungslinie 



du = y i — dlogi] 

^ dlog t] 

entweder reelle oder rein imaginäre Werthe besitzt. 



13. 

Die Minimalfläche ist bestimmt, sobald man eine der Grössen u, 
tj, X, Y, Z durch eine der abrigen ausgedrückt hat. Dies gelingt in 
vielen Fällen. Besondere Beachtung verdienen darunter diejenigen , in 

du 

welchen —, eine algebraische Function von n ist. Dazu ist nöthig 

dlogn ^^ ^^ 

und hinreichend, dass die Abbildung auf der Kugel und ihre symmetri- 
schen und congruenten Fortsetzungen eine geschlossene Fläche bilden, 
welche die ganze Kugel einfach oder mehrfach bedeckt. ^ 

Im Allgemeinen aber wird es schwierig sein, direct eine der Ghrö- 
ssen v, q, X, Y, Z durch eine der übrigen auszudrücken. Statt dessen 
kann man aber auch jede von ihnen als Function einer neuen zweck- 
mässig gewählten unabhängigen Variablen bestimmen. Wir fElhren eine 
solche unabhängige Variable t ein, dass die Abbildung der Fläche auf 
der f Ebene die halbe unendliche Ebene einfach bedeckt, und zwar die- 
jenige Hälfte, für welche der imaginäre Theil von t positiv ist. In der 
That ist es immer möglich, t als Function von u (oder von irgend einer 
der übrigen Grössen 17, X. Y^ Z) in der Fläche so zu bestimmen, dass 
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der imaginäre Theil in der Begrenzung = ist, und dass sie in einem 
beliebigen Begrenzungspankte (» :^ b) unendlich ron der ersten Ord- 
nung wird, d. h. 

'-'^, + r.o. (. = »). 

Das Argument des Factors von r ist durch die Bediugung bestimmt, 

dass der imaginfire Theil von ( in der Begrenzung = 0, im Innern der 
Fläche positiv sein soll. Es bleibt also in dem Ausdrudce von / nur 
der Modul dieses Factors und eine additive Constante willkürlich. 

Es sei ( = ai, 02. --■ ^ die Verzweigungspunkte im Innern der 
Abbildung auf der 1; Ebene, / = ij , ^, . . . fOr die Verzweigungspunkte 
in der Begrenzung, die nicht Eckpunkte sind, l ^ Ci, c^, ... fOr die 
Eckpunkte, t = $1, e^, ... für die ins Unendliche sich erstreckenden 
Sectoren. 

Dann hat man 

f&r t = a log^= Q-t)log (t -a)-^ f. c, 
„ t = 6 log^ = (^-i)log{t-b)-\-r. c. 



= 1/ 



Aa . , 

log (/ - c) + f. e. 



Man kann die Untersuchung auf den Fall n = 3, m ^ 1 be- 
schränken, d. h. auf einfache Verzweigungspunkte, und den allgemeinen 
Fall aus diesem dadurch ableiten, dass man mehrere einfache Verzwei- 
gungspunkte zusammenfallen lässt 

du 
Um den Ausdruck für - zu bilden, hat man zu beachten, dass 
dt 

längs der Begrenzung dt reell, du entweder reell oder rein imaginär ist 

4" 
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Demnach ist ( 3- ) i^^^^ . wenn l reell ist. Diese Function kann man 

über die Linie der reellen Werthe von / hinüber stetig fortsetzen, in- 
dem man die Bestimmung trifft, dass fOr conjugirte Werthe t und / der 
Variabein auch die Function conjugirte Werthe haben soll. Alsdann ist 

^ — ) för die ganze /Ebene bestimmt und zeigt sich einwerthig. 

Es seien a\ , 0*2 , • - ■ die conjugirten Werthe zu «i , oz, . . - , und 
das Product (/ — Oi) (' — «2) ■■• werde mit H {t — 0} bezeichnet. Als- 
dann ist 



(11) . = «,«/.+ rVzlL - °) "" - "') g (' - *) . °°yji^ . 

^ ' J n[t —c) ff('— c) 

Die Constaaten a, b, c etc. mftssen so bestimmt werden, dass fOr 

t = e u = |/ — hg {t — e) + /. c, wird. Damit u für alle Werthe 

von / ausser a, b, c, e endlich und stetig bleibe, muss f&r die Anzahl 
dieser Werthe eine Relation bestehen. Es muss die Differenz der An- 
zahl der Eckpunkte und der in der Begrenzung Hegenden Verzweigungs- 
punkte um 4 grösser sein als die doppelte Differenz der Anzahl der in- 
nem Verzweigungspunkte und der ins Unendliche verlaufenden Sectoren. 
Setzt man zur AbkfLrzung 

n[t —a)n{t ^a')II{t —b] = y {/) , 

so ist die ganze Function g> {/) vom Grade v — 4 , wenn x W vom 
Grade » ist. 



14. 

Es ist noch ij als Function von f auszudrücken. Direct gelangt 
man dazu nur in den einiachetea Fällrai. Im Allgemeinen ist der fol- 
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gende Weg emzuschlagen. Es sei o eine noch nSher zu bestimmende 
Function von (, die als bekannt vorausgesetzt wird. In den Gleichun- 
gen (8), (9), (10) kommt es wesentlich an auf - , wofElr man schrei- 
ben kann -i- ■ — i ~ " I^r letzte Factor lässt sich ansehen als Product 
de atogri 

der beiden Factoren 

die der Differentialgleichung erster Ordnung genfigen 

sowie der Differentmlgleichüng zweiter Ordnung ' 

^ ' Äi dc2 Äa de*. 

1 (Pii 

Gelingt es also, — • —-„- als Function von / auszudrücken, so er- 
fti de* 
d*& 
setzt man — durch das ihm gleichbedeutende 

de d^k füt ^ 
dt"dfi~ lU'dß 



o 



und erhSlt fOr h eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. Von dieser sind ki und k^ particuläre Integr^e, die durch 
die Differentialgleichung (i 3) verbunden sind. 

Die Function — ist so zu wählen, dass die ünstetigkeiten 

von — ' — .- fOr endliche Werthe von t nicht ausserhalb der Punkte 
A dt* 
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a, a, b, c, e lieg;en. Setzt man 

_rjfl_ 



VJW 



1 d^k 
80 wird -7 ■ -r-5 im Endlichen nur filr die Punkte l = Ci, cz, ... un- 
* oc* 

endlich und zwar fftr jeden unendlich in erster Ordnung. Man über- 
zeugt sich davon durch folgende Betrachtung. In dem zu / = c ge- 
hörigen Eckpunkte auf der Kugelfläche hege der Winkel yn, und es 
seien e« , q« die Werthe von v und ij fBr ( = c. Bann hat man f^ 
Hn t ~ e = 

B — p, = 2y(c) . x'{c) . {t — e). 
*l — ijo = contt. {t — c) . 
Folglich Äi = |/ . = contt. (e — c*) * ~ ' und 
1 d*Ä / .N -t 

-* (* -c)v(cf • 

l)urch analoge Betrachtungen erkennt man, dass fBr die Punkte 

t =: a, t = b, t s:s e, sowie f^r alle gewöhnlichen Funkte der /Ebene' 

1 <fik 
kl und -7 -vj stetig bleiben. 

Far( = a)iBt$ = c««(.r*, ^ = /' , folgUchJfci =1/* 
tu dt 'du 

, * .Es bleibt also*! und - - — -; stetigfari-rn^. Füi»'>4 
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erhalt man 

Man hat also 

h dv^ ^ ^ {t—e) y(c)2 ^ * 

Ffir »'> 6 mflssten die Wurzeln Tony{i) = 0, und/(() = an »■ — 6 
Bedingiuigs-Qleichungen geknflpft Bein. 
Setzt man 

dt 1 I 

1 d^i 
so wird die Function r'-r^^ Endlichen unstetig nur fBr die Punkte 

a, a, b, e, und zwar fili jeden unendlich in erster Ordnung. Man erh&lt 

*'' = '' * ^-i — «-«) 

tmd entsprechende AusdrAdce tOi t = a, a', b, ia denen nur 2 statt / 
und resp. a, a', b statt c zu setzen ist 
Für * = CO ergibt sich 
1 d*Ä 



:=(-^ + 0G-')' 



Demnach lautet der Ausdruck ^ r ' j-ä ^^ ^o*?* = 
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Die Summe bezieht sich auf alle Punkte g := a, d, b, c, und es ist bei 
a, a', b 2 statt y zu setzen. F (/) ist eine giuize Function vom Grade 
{2y — 6)j in der die ersten beiden 'Coe£6cieuten sich folgendennassen 
bestimmen. Man bringe de in die Form 

oder kärzer = a dei. ' 

Dann ergibt sich durch Düferentiation 



Lw J = " Ai LC*;; J + Uv i'^' 

folglich 

^*,a rf^ ^c^^-il =„-• i*vA f_ \(^\-i].-i^h 

oder 

V*,/ dB= LV*,.' J idr2 ** -^^ 



(a)*-^ K^n =''""-i^^^=^+''""^«-- 



Vrftti/ de* L\(fo,7 

oder 

de' 
Die Fimction auf de^ linken Seite ist endlidi ftr / ^ CC. Folglich 

— »»• + 8 1 J2 f V 

hat man rechts in der Entwicklung von / F{t\ und von ffi » l" J 

dr^ 
die Coeffidenten von f^ und resp. von / einander gleich zu setzen. Die 

Entwicklung von a* — v - ^ - gibt nach einfacher Rechnung 



do2 



i^ V 2 / -^ 
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Bei dieser Untersuchung ist stillschweigend vorausgesetzt, daas die 
Werthe a, b, c, e sämmtlich endlich seien. Trifft dies nicht zu, so be- 
darf die Betrachtung einer geringen Modification. 



Beispiele, 

16. 

Die Begrenzung bestehe ans zwei unendHcfaen geraden Linien, die 
nicht in einer Ebene Hegen. Ihre ktlrzeste Verbindungslinie habe die 
Lfinge A, und es sei an der Winkel , welchen die Ptojection der Flficbe 
auf der rechtwinldig- gegen jene Verbindiragslinie gel^i^n Ebene aus* 

fallt. 

Nimmt man die kürzeste Verbindungslinie zur a;Axe, so hat in jeder 
der beiden Begrenzungsgeraden z einen constanten Werth. Ebenso ist 9 
in jeder der beiden B^renzuugsgeraden constant. In unendlicher Ent- 
fernung ist die positive Normale fßr den einen Sector parallel der po- 
sitiven , fttr den andern Sector parallel der negativen x Axe. Die Be- 
grenzung bildet sich auf der Kugel in zwei grössten Kreisen ab, die 
durch die Pole ij = und ij = 00 gehen und den Winkel an ein- 
schliessen. 

Hiemach hat man 






iA /l 
2(m Vq 
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folglich 



A 



/o,(-|,). 



worin man die Gleichung der Schraubenfläche erkennt. 

Der Inhalt der Fläche ist unendlich gross. SoU also von einem 
Minimum die Rede sein , so ist dies so zu verstehen. Der Inhalt jeder 
andern Fläche von derselben Begrenzung ist ebenfalls unendlich gross. 
Aber wenn man den Inhalt der Schraubenfiäche abzieht, so kum die 
Differenz endlich sein, und die Schraubenfläche hat die Eigenschaft, dass 
diese endliche Differenz positiv ausfallt. 

In demselben Sinn hat man die Minimal-Eigenschaft immer aufzu- 
fassen, wenn die Fläche unendliche Sectoren besitzt 



16. 

Die Begrenzung bestehe aus drei geraden Linien, von denen zwei 
sich schneiden und die dritte zur Ebene der beiden ersten parallel läuft. 

Legt man. den Anfangspunkt der Coordinaten in den Schnittpunkt 
der beiden ersten Geraden, die positive x Ase in die negative Normale, 
so bildet jener Schnittpunkt auf der Kugel sich ab im Punkte t; = CO. 
Die Abbildung der beiden ersten Geraden sind grCsste Halbkreise, die 
von 12 = 00 bis I) ^ laufen. Ihr Winkel sei an. Die Abbildung der 
dritten Linie ist der Bogen eines grössten Kreises , der von i] = aus- 
geht, an einer gewissen Stelle umkehrt und in sich selbst bis zum Punkte 
1} =^ zurückläuft. Dieser Bogm bilde mit den beiden ersten grössten 
Halbkreisen die Winkel ßn und yn , so dass /? -}- y = « sich ergibt. 
Um die Abbildung auf der halben (Ebene zu erhalten, setzen wir fest, 
dass < ^= 02 sein soll f Or q = CO, dass dem unendlichen Sector zwi- 
schen der ersten und dritten Linie l = b, dem unendlichen Sector zwi- 
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schell der zweiten und dritten Linie t = e, dem Umkehrpunite der Nor- 
malen auf der dritten Linie t = a entsprechen soll. Dahei sind a, 6, e 
reell und c> fl> 6. Diesen Bestimmungen entspricht!] = {t — bf[t — cf. 
Der Werth a hängt von b und e ab. Man hat nemlich 

djogji _ ß{ l~e) + rll—i) 
dl (( _ J) (( _ c) 

und dieses muss für den Umkehrpunlct = sein, also 



ß + r 
Man hat weiter 

(( — a)' (U ,. 



du \' ,, dl 



(äi^)'"'^'' 



dlog<,J • " • (l-b)(l—c) 



Folglich 



_ .r dt . r dt 

" - -'ilT^WiT^) 'h( -!>) ff -'Y 

_ i M - bfjl - cf-[l - bf'jl - 0)~' 






i M-b)\( -c)'-{( -b) (f-c) 



= -1/^ 



- *)'(( - ,!]'+ [t -b) (I - C) 



iJ . (( _ J) (( _ c) 

-c)'+(t-b)' 



dl 



_ i r C - «)V - 4+ (f - <>) V - «) V 
iJ («■-4) («■—») 

6« 
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Ist A dex Abatanil der dritten Geraden von der £bene der eisten 
beiden, so ändet sich 

»-* = _. 

17. 

Die Begrenzung bestehe aus drei einander kreuzenden geraden Li- 
nien, deren kürzeste Abständet, B, C sein mSgen. Zwischen je zwei 
begrenzenden Linien erstreckt sich die Fläche ins Unendliche. Es seien 
an, ßn, yn die Winkel der Kichtungen , in welchen die Grenzlinien des 
ersten, des zweiten, des dritten Sectors ins Unendliche verlaufen. Setzt 
man fest, dass für die drei Sectoren der Minimalfl&che die Gr&sse / resp. 
^ 0, 00, 1 sein soll, so erhält man 

<b, ^ Vfifi 
dl t(\-t) 
<f{i) ist eine ganze Function zweiten Grades. Ihre Coefficienten be- 
stimmen sich daraus , dass 



fOr ( = 



ftr l : 



d» _ 1/^ 
dlogt ~ '^ ili 

dlogl " in 

— ±— =1/5 
dhgU-t] " Jji 



Danach ergibt sich 
Aa , 



£^<-^^ (,-,). 



Je nachdem die Wurzeln der Gleichung ^\t) = imaginär oder 
reell sind, hat die Abbildung . auf der Kugel einen Verzweigungspunkt 
im Innern oder zwei ümkehrpunkte der Normalen auf der Begrenzung. 
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Die Functionen ki =^ y — undÄ2 = n V — werden nur für 

die drei Sectoren unstetig, wenn man — ^ ^(t) mmmt. Und zwar üt 
die Unstetigkeit von &i der Art , da» 

iüx t = r* "*" '*. A| 

filr / =f 00 / » ». Ä, 



fiir / = I ' * "■ Äi^ 

einändrig und versehiedeo von und CO wird, ki und kt sind partieu- 
läre Integrale einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 

Ordnung, die sich ergibt, wenn mauv- • -^ aus seinen ünstetigkeiten 
als Function von I dai^tellt und t statt e als unabhängige Variable in ~ 



anfahrt. Hat man das particulfire Int^ral ki gefunden, so ergibt sich 
ki aus der Differentialgleichung erster Ordnung 

(e) i,^ _»,§ = ,(/). 

Das vollständige Integral dex houK^nen linearen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung werde mit 

,j\ • n I • » » » I « ' 

W 



l'_+« _»+£ l+Z '( 



bezeichnet. Diese Function genflgt wesentlich .denselben Bedhigungen. 
die in der Abhandlung Über die GJaussische Reihe F(«. ß, y, x) als 
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Definidon der F-Function ausgesprochen sind *). Sie weicht Ton der 
P-Function darin ab, dass die Summe der Exponenten — 1 ist, nicht 
-{- 1 wie bei P. ki ist derjenige Zweig der Function Q, dem die obe- 
ren Exponenten entsprechen. 

Man kann die Function Q auch mit Hfilfe einer Function P und 
ihrer ersten Derivirten ausdrftcken. Zunächst ist nemlich 



h-^-^o^-^-r^n 



Setzt man nun 



1« -^'-'^^ r I 



SO lassen sich die Constanten a, b, e so bestimmen , dass 

wird. In der That hat man nur diesen Ausdruck in die Differential- 
gleichung (c) einzusetzen und die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
för ff zu beachten , um zu der Gleichung zu gelangen 

,M = /'-'(i-<r'(<'.t-''»^)''»' 

F[t, = a {a + m) [\ - () + (o + 4) {„ + 4 _ <y) ( 

_ , (, _ ^ (4 _ '.jt±±l-± ,) (4 _ i^::AdL>l^ .). 



*) Beiträge zur Theorie der durch die Gauseische Reihe f[a, ß, y, x) dar- 
stellbaren FuDCtioneD. (Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen. Bd. 7.) 
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VermSge der Eigenschaften der Function a kann man setzen 

' ~ " • — y / doa. da, \ 

• i'-o ("'^-"^ *') = '■ 

und folglich muss F(lj = ^(t) sein. Hieraus ergeben sich drei Bedin- 
gungsgleichuugen fQra, A, e, die eine sehr einfache Form annehmen, 

e '^q, a+b — -c= — r 



«+ y-1 



2 
setzt Die Bedingungsgleichungen lauten dann 

Aa 
pp. 



n-ßßip+t + r)' = ^^. 
"■ —rr (p + 1 + <•) = — 



Mit Hälfe der Function 



A = P 



L i 

' « s ' 

£ i 

1 s 



deren Zweige Ji und /ij der Differentialgleichung genOgen 
kann mau k noch einfacher ausdrücken , nemlich 
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Es wOrde nicht schwer sem , die einaelnen Zweige der Fanctioa k 
in der Form von bestimmten Integralen herzustellen. Der Weg dazu 
ist in art. VII der Abhandlung 4ber die Fnnction P voi^zeichnet. 

In dem besondem Falle, d&ss die drei b^renzenden geraden Linien 

den Coordinatenaxen parallel laufen, ist a ^ ß = y =^ - ■ Dann er- 
hfilt man 

Der Zweig ili dieser Function ist = (— 7— ) ■ V f^ -{- {t ~ t) ■ const., 
und daraus ei^bt sich 

*, = K2.M<-i) 1^1^ + l'-i)* ■ \p + ti-{-{Vi(r^)l. 



Mit Hälfe dieser beiden Functionen lassen sich dX, dY, dZ folgender- 
1 ausdrucken 



dX = —Ik, k^ 



P(l — /j2 



'"' = -^ n *!' w^^ 



dZ = - ^ (*s + *=) - *" 



2 V-j ^ ~,l (2(, _.,)2 
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iX = (p + g 



r)' l^j-zn + (-P + » + '•)'' 1/ -— ' 



+ i(p + ig + r] (p - g + r) log '-+± 



(♦-((- 1)* 



(ß) iT = - (p - J + r)8 (* - (-, .f , + rfl * 

1 +i* 
-4(P+? + 3r)(p + j-r)to» -J—- • 



a = (p - , + r)MI — l' + (P + J - rf, (1 - () * 



+ 1 (3p + » + -■) {-i" + 9 + ') (»s ' "*" r.' ■' ■ 

1 — Kl — < 

Wenn p, q, r reell siad, so geben die doppelten Coefficienten von t 
in den drei Grössen rechts die rechtwinldigen Coordjnaten eines Fnnktes 
der Fläche. 



18. 
Die Begrenzung bestehe aus vier sich schneidenden geraden Linien, 
die man erhält, wenn von den Kanten eines beliebigen Tetraeders zwei 
nicht zusammenstossende weggelassen werden. Die Abbildung auf der 
Kugeloberfläche ist ein sphärisches Viereck, dessen Winkel (m, ßn, yTt, in 
sein mSgen. Es ergibt sich 

* ~ V (< — o) (< - 6) (I - c) (< - d) VWl' 

wenn die reellen Werthe f = d , 6 , c , d die Funkte der f-£bene be- 
zeichnen, in welchen sich die Eckpunkte des Vierecks abbilden. 

6 
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Soll 4ie in §. 14 entwickelte Methode %ur Bestimmung von i] ange- 
wandt werden, so hat man biet Bpedell y>{t) = 1, x{t} =^ A [^, folglich 

V = u und kl t= y/ — , kz = 11 y ^ Die Functionen ki und Ag 

genOgen der Differentialgleichung 

, rfÄ2 .dkl 

IM du 

und sind particuläre Int^rale der DÜFerentialgleichuog zweiter Ordnung 

4 rfgjfc _{aa ~^)A'{a) . (^^-jlA^J^) , (yy-i)A'[cj (JJ-i)A' (rf) 
Ä<i,^- (_a -^ t~b "^ /-c "^ t -d "^ 

In dieser Glächufig hat man auf der Unken Seite t als unabhängige 
Variable einzufahren und erhält 



(*) 



H^^C^^-^O 



- / _a "*" «-6 "•" <-* "*" i-rf "^ 

als die Difietentialgleichung zweiter Ordnung, welcher * Genüge leisten 
muss. 

Das Int^;ral dieser Differentialgleichung wird die Constante h mit 
enthalten. Es wird also auch & in dem Ausdrucke vorkommen, 
.weloher ij als Function von t gibt. Nun ist das sphSriedie Viereck, und 
ftflglioh «ii(^ 'der Werth von i; in den Eckpuntrten , ursprang^ch festge- 
legt durch ifönf untiUiängige 'GtöB^en. Man bat ako schliesslich mit 
Hoffe jener fttnf unabhängigen Oirössen der Ckmstantrai h einen aolchsB 
W^rth beizulegen , dass in den Eckpunkten {t ^ a, b, c, d] n die rich- 
tigen Werthe erhalte. 

In dem specialen Falle eines regulären Tetraeders ist die Abbil- 
dung auf der Kiigel ein regelmässiges Viereck, in welchem jeder Winkel 
3=: |n. Die Diagonalen holbiren sich -und stehen rechtnrinktig auf ein- 
ander. Die den Ec^cpunkten diametral gegenOiberliegenden Funkte der 
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Kugeloberflfiche sind die Ecken eines congrnenten Vierecks. Zwischen 
beiden liegen vier dem ursprünglichen ebenfalls conpiiente Vierecke, 
die je Birei Eokpunkte mit dem uxijprftoglichen, zwei mit dem gegenr 
flberli^enden gemein haben. Diese sechs Vierecke fOllen die Kugel- 

da 

Oberfläche einfach ans. Es wird also rr — eine algebraische Function 

von t} sein. 

Man kann die gesachte Minimalfläche Aber ihre ursprüngliche Be- 
graniung dadurch stetig fortsetzen. d««s mw »e um jede ihrer Qrenz- 
linien als Drehungsaxe um 180<* dreht. Längs einer solchen Qrenzlinif 
haben dann die ursprüngliche Fläche und die Fortsetzung gemeinschaft- 
liche Normalen. Wiederholt man die Constxuotion an den neuen Flächen- 
theUen. so lässt sich die' ursprüngliche Fläche beliebig ireit fortsetzen. 
Welche Fortsetzung man aber auch betrachte, immer bildet sie sich auf 
der Kugel in einem der sechs congruenten Vierecke ab. Und zwar ha- 
ben die Abtäldungen von Bwei FlSehentheilen eine Seite gen«n odei 
sie li^en einander gegenüber, je nachdem die Flfiafaenthetle eelhst In 
einer Glrenzlinie an einander stossen oder an gegenüberti^nden Gfrenz- 
linien eines mittleren Fl&che&ttieilB gelegen ä^d,. In dem ^etzt^ei» Fall^ 
können die betreffenden Flächentheile durch parallele Verschiebung zur 

Deckung gcbracjit werden. Dfthei m^ja (— — j Q«TerS^der|: b)i4ib<m, 
wenn n mit vertauscht wird. 

n 

Legt man den Pol (i; = 0) in den Mittelpijnkt eines Vierecks, den 
Anfangsmeridian durch die Mitte einer Sejte , sQ ist für die Eckpunkte 

dieses Vierecks 



+^ 



und ^ - := j— — Punkte, denen entgegengesetzte Werthe von q 
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/ du \^ 
angeboren, haben dieselbe o; Coordinate. Es muss also (.— — i bei der 

Vertauschung von ij mit -^ ij unverSndert bleiben. Hiernach erhfilt man 



\dlogfi) |/^ 



fj -\-t} +14 



Zu demselben Resultate gelangt man auf dem folgenden W^e. 
Die Substitution 

1 ^ + q" ' — 2 Kä I I _ r fi — K 2 
I t -I ,/- ( ~ V + J 

U 4-1? + 2 K3 <i 

liefert auf der t Ebene eine Abbildung , die von einer geschlossenen 
fiberall stetig gekrümmten Linie begrenzt wird. Den Eckpunkten 

tf = ^ lg — e entspricht f = + l, den Eckpunkten ri = + ig — e 

entspricht t = -^ i. Geht man an irgend einer dieser vier Stellen durch 
das Innere der MinimalflSche ron einer Ghrenzlinie zur folgenden, so 
ändert sich dabei das Argument tod t um n. Daher kann man , wie in 
§. 13., auch hier setzen 

dm eoHtt. 



dt K(*2 — i) {fi -\- l\ 

/ du \^ 
Dieser Ausdruck stimmt mit dem vorher aufgestellten fOr ijr — ) ■ 

Zur weitern Yereinfachui^ nehme man 

0^ — 1\* -« 



und beachte, dass 
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Dann ergibt eine sehr einfache Rechnung 

wenn p := — _ (i _ i ^/'ä) eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet. 
Die Constante C bestimmt sich aus der g^ebenen Länge der Tetraeder- 



Endlich soll noch die Aufgabe der Miuimalfläche für den Fall be- 
handelt werden, dass die Begrenzung aus zwei beliebigen. Kreisen be- 
steht, die in parallelen Ebenen liegen. Dann kennt man die Richtung 
der Normalen in der B^enzuog nicht. Daher iSsst sich diese auch 
nicht auf der Kugel abbilden. Man gelangt aber sur Lösung der Auf- 
gabe durch die Annahme, dass alle zu den Ebenen der Grenzkreise pa- 
rallel gelegten ebenen Schnitte Kreise seien. Und es wird sich zeigen, 
dass unter dieser Annahme der Minimalbödiugung Genüge geleistet wer^ 
den kann. 

Legt man die x Axe rechtwinklig gegen die Ebenen der Gfrenzkreise, 
80 ist die Gleichung der Schuittcurve in einer parallelen Ebene 

(*) F = y* -h a« + 2«ff -f- 2^a -I- y = 0, 

und tt, ß, y sind als Functionen von x zu bestimmen. Zni;, Abkürzung 
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werde y \Tj + ("5') ~^* \T) ^^ ~ gesetzt, so dass cot r 

dP dP . . dF . ^ ^ . , 

= ii-r-, ««rco««p = *i -;-, tmr ftmip s= » — - ipt. Dnan l&sst sieb 
dx dg ds 

die Bedingung des Minimum in die Form brisgeu 

oder nach AtufBhnmg der Difierentiation 
(PF if iV dP i 

*^ C' + «" + '^-'') + % ■ ^ -*ii ■ Ä c + -^ + '^ ->-) 

Schreibt man a^ -\- fß^ — Y '=■ — J und beachtet, dass F ^= ist. 
so geht die letzte Gleichung über in 

(^ „^*'_^.^ 

tmd gibt nrnch einmaliger Integraticn 

1 dF „dx 

-•-^ + 2/"- + CO«*. == 0. 

q da: J q 

Die Int^;iationsConstante ist von x unabhängig. !Nimmt man anderer- 

aätBj — unaUifiu^ vony unds, ao nmss die Integrattonscoostaate 

1 dF 
eine Üsefire Ean<^ou tod w und s sein, weil — -r- eme solche ist Mao 

* ' q dx - ■ 

hat also 

- •? + 2 /"- H- 2« -f 26» + conti — 0. 
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Vergleicht man damit das Resaltait 'der directen Differentiation von f. 

nemlich 



80 ergibt sich 



äF ^ da , ^ dß dy 

— ss= 2v — -4- 2a - 4- — 
dx ' dx^ dx^ dx ■ 



da dß 



und, wenn tüBHjqdx := fli setzt: a := — om -^ d, ß ^ — bm -\- e. 
Hiemach hat man 

MF . dy 

_ = _ Joffl, - 2*,. + _ , 

^ = - "'^ Ä - '" I + 5. 

tmd diese Ausdrflcke sind in die Gleichung [t) einzufahren. Nach ge- 
höriger Hebung erhält man 

^S-g| + ^' = ». 

eine Gleichung, die sich weiter vereinfacht, wenn man beachtet, dass 

y = j + «2 + iJ2 = y ^. ;(„) ^ g + /(«). 

f(m) := (d* -j- 62) Bi* — 2 (od + 6e) « + d2 -I- e». 

Nimmt man hieraus — und - -v, so geht die Differentialgleichung, 
dx dar • 

welche die Bedingung des Minimum ausdrückt, über in folgende. 

w ?S-(S' + ''« + *(<^ + «')»' = «■ 



Zur Aus&hrung der Integration setze man -— = p und betrachte q 
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als unabhängige Variable. Dadurch erhält man ffirp^ als Function von q 
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, nemlich 

•62) j5 = 





2 ' dq 


-J^ + 


2» + 2 


oder 










^ dl^) - ,^ 


dOT 


-(I 


Das 


Integral lautet 






(»1 


t 


_ 4 


*{«' + 



dg 
Darin ist Mr p wieder ^ zu setzen , wodurch man erhält 



dx = ^ 

2V } + ieq^ — (»2 + 42) yä 



«1*» 



2 Kf + 2C}2 — (»2 + 42) }5' 
Also er^bt sich 



q + 2cj2 — (o2 + 4") q' 



5 • 



, . _ r 9rf? 

^"^ " — y Zy g ^ %e^ _ („2 _[_ i2) ,5 ' 

^ = am — rf + v~q cot y , 

»=: 6ffl — e •\- \^ — q tm %ii. 

Man hat demnach x, y. « als Functionen von zwei reellen Variabeln q 
und y> ausgedruckt. Die Ausdrücke sind , abgesehen von algebraischen 
Gliedern, elliptische Integrale mit der obem Grenze g. Nach der oben 
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dr , dF. 


, + U + O + ßi _"» 


dF dF. 



49 

entwickelten aUgemeinen Methode hätte man x, y, s erhalten als Summen 
▼on zwei cot^jaiirten Functionen zweier conjugirten complexen Yariabeln. 
Danach li^ die Vermuthung nahe, dass diese complexen AusdrOcke mit 
Holfe der Additionstheoreme der elliptischen Functionen sich je in einen 
einzigen Integralausdruck mit der Variabelu g zusammenziehen lassen. 

Und dies ist leicht zu bestfitigen. Man hat nemlich aus den For- 
meln fOr die Richtungscoordinaten r und 9 der Normalen 



n' 



Verbindet man damit die Definitionsgleichnng von g , nemlich : 

(j, 4. « _f « + ^i) (y _ »• + er — ^^ =«= — J, 
80 ergibt sich 

(, + ») + (« H- ^i) = {- ff)» I)» 11"». 

£ _ 1 1 

(y -»•) + («- /K) = (- J)» II » V'- 

Ferner hat man 

dF 

oder 
1 co»-^tm- 1 

V^-r^ L_-J-^P=-iP-j<.,(,+«)-%(.+./»)! 

m - CO» 
2 2 

7 
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Auf der rechten Seite sind für y + a und » + /J die ebffli gefundenen 
Ausdrücke in i} und tf einzufahren. Dadurch geht die Gleichung über 
in folgende: 

t = (_,)^ [„ + *., (1)^ + ia-ö.) Q,)->]+(-„- V,-?-v%)- 

Quadrirt man beide Seiten dieser Gleichung und setzt fElr — seinen 

r 
Werth aus (n), so ergibt sich nach gehöriger Reduction 

w 

= 80 - j (« + »•) (n' - ^) - 2 (« - «) (1 -i)- 

Die so gefundene Gleichung, welche den Zusammenhang von q. ij, i( an- 
gibt, kann man als Int^ral einer DiiFerentialgleicbung fOr r^ und if an- 
sehen und q als Integrationsconstante auffassen. Die Differential- 
gleichung ei^bt sich durch unmittelbare Differentiation in folgender 
Form 

= f [7= ivm + j7^.) 

-K".((« + ».)Qy-(.-».lQy)]. 
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Mit Hülfe der primitivea Gleichnng ip) lassen sich aber die Factoren 

von — und —7- anders ausdrücken. Man braudit nur die linke Seite 

TOD (p) in zweifacher Weise zu einem vollständigen Quadrat zu ergänzen, 
indem mui das fehlende doppelte Product das eine mal positiv, das 
andere mal n^fativ hinzufügt. Dadurch erhält man 

= ± 2 K [2" + (« + *•■) 1 - (o - W) 1,], 

= + 2 |/[2c + (« _ W) 1, _ (fl + K) ,•] 

Nimmt man die Quadratwurzeln mit gleichen Vorzeichen, so geht die 
Differentialgleichung über in 

M0= ■*- . *L - 



2ij |/ 2c4-(a + W) (a-W)») 2ii'|/ 2c + {o-6t)--((iH-W)9' 

Ihr Integral in algebraischer Form ist in der Gleichung (p) ausgesprochen 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in den beiden Gleichungen 



y^ (1 + l-fi = yi [(a + 40 + 2«, _ (o _ W) ^] 
W + 1/ II [(o — W) + 2c,' — (<. + «) VI , 

K^ ((<■ + *•■) 1' — (" — «) 1) = )/i'[(»+»0+2<»i-("-«)<fl 

— V'ii[(»-i^+4oi'-(ii+6i)ii'']- 
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^ AnMiHceB4^teT Form Uutet das lategial 
f») ' cmul. = J 



•^ iVtf [{a — bii + tai' — (a + bt) 1^' 
ta 

«»«•<■ = /"- 



iuld die l^itegvatioiuconstaiite läa^t sich, ausdrftcken 

2Vg [i -f- %cq — (»» + **)«*]■ 

waa uu der Glei^bong (r) leicht herrotgeht , wenn man q oder if con- 
Atant und zvar =£ nlmnit Man erkennt darin das Additionstheorem 
der elliptischen Integrale erster Gtattung. 



esttiBt*B> 

W. Pt. K*«*tB*i 
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